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Abstract 

We are concerned with the so-cahed Boussinesq equations with partial viscosity. These 
equations consist of the ordinary incompressible Navier-Stokes equations with a forcing 
term which is transported with no dissipation by the velocity field. Such equations are 
simplified models for geophysics (in which case the forcing term is proportional either to 
' the temperature, or to the salinity or to the density). 

OO . In the present paper, we show that the standard theorems for incompressible Navier- 

^ ! Stokes equations may be extended to Boussinesq system despite the fact that there is no 

' dissipation or decay at large time for the forcing term. 

■ More precisely, we state the global existence of finite energy weak solutions in any 

OO , dimension, and global well-posedness in dimension > 3 for small data. In the two- 

dimensional case, the finite energy global solutions are shown to be unique for any data 
in L2(m2). 

Resume 



Dans cet article, on etudie le systeme de Boussinesq decrivant le phenomene de convec- 
tion dans un fluide incompressible et visqueux. Ce systeme est compose des equations de 
Navier-Stokes incompressibles avec un terme de force verticale dont I'amplitude est trans- 
portee sans dissipation par le Hot du champ de vitesses. 

On montre que les resultats classiques pour le systeme de Navier-Stokes standard 
demeurent vrais pour le systeme de Boussinesq bien qu'il n'y ait pas d'amortissement sur 
le terme de force. 

Plus precisement, on etablit I'existence de solutions faibles globales d'energie finie en 
n'importe quelle dimension et I'existence de solutions fortes uniques globales en dimension 
N >3 pour de petites donnees initiales. Dans le cas particulier de la dimension deux, les 
solutions d'energie finie sont uniques pour n'importe quelle donnee initiale dans ^^(R^). 

MSG : 35Q35, 76N10, 35B65, 76D99 

Keywords : Boussinesq system, weak solutions, losing estimates, critical regularity. 
Mots-clefs : Systeme de Boussinesq, solutions faibles, estimations a pertes, regularity cri- 
tique. 



1 



2 



Introduction 

Dans cet article, on etudie revolution d'un fluide incompressible visqueux soumis a 
une force verticale. On suppose que I'amplitude 9 de cette force est transportee par le flot 
du champ de vitesses u du fluide. Le systeme de Boussinesq regissant revolution de (0, u) 
s'ecrit done : 

'dte + u-ve = {) 

< dtu + u-Vu- uAu + VU = 9eN (1) 
^ divu = 0. 

Les inconnues 6, u et U dependent du temps t > et de la variable d'espace x. Pour 
s'abstraire des difficultes dues aux conditions aux limites, on suppose que le fluide remplit 
tout I'espace (done x decrit tout entier). 

Le systeme ([IJ est un modele simplifie courant pour revolution de fluides geophysiques 
(voir par exemple [26] ou [28]). Le champ de vecteurs u et le scalaire n designent alors 
respectivement la vitesse et la pression du fluide considere et 9, une quantite scalair^ 
transportee par le fluide. 

Pour avoir un modele plus realiste, il conviendrait de rajouter des termes de forces 
exterieures aux deux equations. Nous les supposerons nuls pour simplifier la presentation. 
Notons au passage que dans le cas particulier ou 9 = 0, on retrouve le systeme de Navier- 
Stokes "classique". 

Les premices de I'etude mathematique du systeme de Boussinesq sont relativement 
recentes et ne traduisent pas uniquement une preoccupation d'ordre physique. En realite, 
I'engouement des mathematiciens pour ce modele se limite essentiellement au cas de la 
dimension deux du fait d'une ressemblance formelle (dans le cas = 0) avec le systeme 
d'Euler incompressible axisymetrique avec swirl. On pent montrer que I'apparition de 
singularites au temps T est liee a I'explosion simultanee de V9 et du tourbillon dans 
L^(0, T;L°°) (voir [15j). Malheureusement, determiner si ces quantites explosent effecti- 
vement semble au moins aussi difficile que repondre au probleme similaire pour le systeme 
d'Euler incompressible en dimension 3. 

Dans le cas > en revanche, les resultats obtenus sont nettement plus complets. 
Divers auteurs ont etabli I'existence globale dans le cas N = 2 lorsque I'equation sur 9 
comporte en plus un terme de diffusion (voir [29] et les references qui s'y trouvent). 

L'existence globale en dimension deux sans condition de petitesse demeure valable 
dans la situation qui nous interesse oii 9 est transporte sans diffusion. Le cas de donnees 
regulieres dans des espaces de Sobolev a ete resolu (independamment) par T. Hou et C. 
Li dans [19], et par D. Chae dans [4]. Tres recemment, H. Abidi et T. Hmidi ont etabli 
dans [I] l'existence globale et unicite sans condition de petitesse pour des donnees initiales 
{9o,uo) appartenant a un tres gros sous-espace de (L^(R^))^. Comme on pent par ailleurs 
construire des solutions faibles globales a la Leray pour des donnees initiales et uq dans 
L^(]R^) (voir par exemple [H]), il est raisonnable de penser que ces solutions "faibles" sont 
uniques. 



^que nous appellerons temperature pour fixer les idees mais qui physiquement pourrait parfaitement 
etre proportionnelle a la densite ou a la salinite 
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Dans cet article, nous souhaitons montrer que trois des resultats mathematiques les 
plus celebres pour le systeme de Navier-Stokes incompressible sont encore valables pour 
le systeme de Boussinesq ([T]), a savoir : 

- I'existence de solutions faibles globales d'energie finie en n'importe quelle dimension 
(theoreme de Leray, voir |22j). 

- I'unicite des solutions d'energie finie en dimension deux (resultat figurant implicite- 
ment dans un autre article de J. Leray, voir [23], et demontre par J.-L. Lions et G. 
Prodi dans [Mj), 

- I'existence de solutions globales uniques pour des donnees petites en dimension N > 
3 (theoreme de Fujita-Kato [IS])- 

Nous verrons plus loin que la demonstration de I'existence globale de solutions faibles 
se fait en suivant la demarche originale de J. Leray : la presence de la temperature necessite 
un peu d'attention mais n'introduit pas de difficulte majeure. 

En revanche, pour demontrer I'unicite en dimension deux, I'approche naive consistant 
a ecrire le systeme verifie par la difference de deux solutions semble vouee a I'echec. En 
effet, du fait de la presence d'une equation de transport dans le systeme, les estimations de 
stabilite ne peuvent etre etablies qu'avec perte d'au moins une derivee done dans un espace 
a regularite strictement negative. Or, pour controler ce type de regularite, I'hypothese que 
le champ de vitesses soit au moins lipschitzien semble inevitable. Mais le champ de vitesses 
construit n'est a priori que dans Lf^^(Rj^;H^). 

Enfin, pour etablir I'existence de solutions fortes globales en dimension > 3, une 
application directe de I'approche de Pujita-Kato associant point fixe contractant et utilisa- 
tion du semi-groupe de la chaleur ne saurait convenir. En effet, la methode de Fujita-Kato 
exige non seulement une donnee initiale petite mais aussi un terme de force / qui soit 
integrable en temps sur M_|_ entier, et d'integrale petite. A moins que 9 ne soit identique- 
ment nulle, cette derniere condition n'est pas verifiee par le terme de force Ocm puisque 
9 est transportee sans amortissement done est constante le long des caracteristiques. 

Nous avons adopte le plan suivant. La premiere section est consacree a la presentation 
de nos resultats principaux. Dans la partie suivante, nous demontrons I'analogue du 
theoreme de Leray pour le systeme de Boussinesq a I'aide d'arguments elementaires d'ana- 
lyse fonctionnelle. Dans la troisieme section, nous presentons I'artillerie technique neces- 
saire pour venir a bout du reste de notre programme : espaces de Lorentz et de Besov, 
decomposition de Littlewood-Paley et calcul paradifferentiel. La quatrieme partie regroupe 
diverses estimations a priori - dont certaines avec perte de regularite - pour I'equation 
de la chaleur ou de Stokes, I'equation de transport et le systeme de Navier-Stokes. Les 
resultats lies aux solutions fortes sont alors demontres dans la cinquieme partie, et I'unicite 
des solutions faibles d'energie finie en dimension deux, dans la sixieme partie. Nous avons 
regroupe en derniere section quelques resultats supplement aires. Un lemme technique fi- 
gure en appendice. 

1 Resultats principaux 

Avant d'enoncer notre resultat d'existence globale de solutions faibles, presentons 
brievement les egalites d'energie formelles associees au systeme. 
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Soit done {6, u, VII) une solution reguliere et decroissante a I'infini du systeme de 
Boussinesq avec donnees {9o,uo). Tout d'abord, sachant que le champ de vitesses est a 
divergence nulle, on a 

\\0(t)\\LP = \\6o\\lp pour tout t>0 et l<p<oo. (2) 

Par ailleurs, en prenant le produit scalaire L^(M^)^ de I'equation de la vitesse avec u 
puis en integrant en temps, on obtient 



+ 2v [ WVuWlidr = \\uo\\l2+2 [ [ d 

Jo Jo JR^ 



\\u{t)\\l2+2u I ||Vn||22dr = ||uo||i2 +2 / / OuNdxdT. (3) 

II est clair que I'integrale du terme de droite pent etre absorbee par le membre de gauche 
pourvu que I'on dispose d'un controle sur la norme de 9. Ce controle est donne par 
^ des que LP(M^) s'injecte continument dans ^-^(M^). Si TV > 3 (resp. iV = 2), cette 
condition est verifiee si et seulement si p > (resp. p> 1). 

Comme de coutume, I'obtention des solutions faibles globales se fera en passant a la 
limite dans une suite de solutions approchees verifiant ([2]) et ([3]). Le passage a la limite 
dans le terme u ■ \/9 = div {u9) exige que I'injection de LP(R^) dans H~^{W^) soit 
localement compacte, done que p > 

Ces considerations sommaires menent a I'enonce suivant : 

THEOREME 1.1 Soit 9q G LP(M^) avec <p<2, et uq un champ de vitesses d 
divergence nulle et coefficients dans L^(R^). Alors le systeme de Boussinesq avec donnee 
initiate {9o,uo) admet une solution faible globale 

telle que pour tout t > 0, on ait 

mt)\\LP < imlp et ii^x(t)i|22 + i.^V^iii2^^T<^^(hoiii2 + i^"-4"+^iieoiiip) 

pour une constante C ne dependant que de N et de p, et a = 1 — — 

Dans le cas 9 = 0, il est bien connu que les solutions faibles globales en dimension deux 
sont uniques (voir par exemple [21]). II est done legitime de chercher a demontrer que 
cette propriete persiste pour le systeme de Boussinesq avec des donnees quelconques dans 
L^(M?). A notre connaissance, le resultat le plus proche allant dans ce sens a ete etabli 
par H. Abidi et T. Hmidi dans [1] (voir aussi [18J) : si 9o appartient a I'espace de Besov 
homogen^ ^2 i(M^) et uq est dans S^^j^nL^(M^) alors il y a unicite de la solution globale 
construite. 

Nous demontrons ici qu'il y a encore unicite des solutions faibles d'energie finie en 
dimension deux sous la seule hypothese que les donnees sont dans L^(M^). 

Cette propriete remarquable decoule du fait que le champ de vitesses construit appar- 
tient aussi a I'espace Lj^^{]^^; H'^{M?)) (defini plus loin en (fTSfl ) qui est a peine plus gros 



^voir la definition 13.31 
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que -L^^^^(M+; De ce fait, le champ de vitesses est presque localement integrable 

en temps a valeurs quasi-lipschitziennes et Ton peut faire appel a des estimations avec 
perte de regularite dans I'esprit de celles qui ont ete etablies dans [2] ou, plus recemment, 
dans [12j . 

THEOREME 1.2 Supposons N = 2. Soit {00, uq) € L'^{R'^f avec uq d divergence 
nulle. Alors le systeme ^ a une unique solution globale {6, u, VII) telle que 

^gC(M+;L2) ueC{R+;L'^)nLl^{R+;H^). 

De plus la norme Lp' de 9 est conservee au cours de revolution, I'egalite ^ est satisfaite 
et u appartient d Vespace Lj^^(W^; H'^) defini au-dessus de la remarque \3.12\ . 

La derniere partie de notre programme consiste a etablir un resultat d'existence globale 
de solutions fortes a donnees petites en dimension > 3, dans I'esprit de celui de Fujita- 
Kato pour le systeme de Navier-Stokes incompressible (voir [16j). 

Rappelons que le theoreme de Fujita-Kato se demontre en recrivant le systeme de 
Navier-Stokes en termes de probleme de point fixe pour une fonctionnelle construite a I'aide 
du semi-groupe de Stokes. Sous des hypotheses de petitesse adequates, le theoreme du point 
fixe de Picard permet alors d'obtenir une solution globale unique. Cette approche s'avere 
particulierement performante si I'espace fonctionnel F utilise est critique, i.e. respecte 
I'invariance par changement d'echelle (ou scaling en anglais) du systeme de Navier-Stokes. 
Cela amene a choisir pour F un espace de distributions sur R"*" x a norme invariante 
pour tout A > par la transformation 

u{t, x) I — > Xu{X'^t, Xx) 

et done a choisir une vitesse initiale uq dans un espace fonctionnel E a norme invariante 
par la transformation uq ^ Xuo{X • ). H. Fujita et T. Kato demontrent ainsi que le systeme 
de Navier-Stokes est globalement bien pose pour des donnees initiales petites par rapport 
a la viscosite dans I'espace de Sobolev homogene H^{M.^) (voir [16] et [5]). Le resultat de 
Fujita-Kato se generalise a un grand nombre d'espaces critiques (voir e.g. [21] ou [25]). 

Un calcul facile montre que le systeme de Boussinesq est invariant par la transformation 

u{t, x) 1 — > Xui^X^t, Xx) et e{t, x) 1 — > X^e{Xh, Xx). 

Autrement dit, les espaces critiques pour la vitesse sont les memes que pour le systeme de 
Navier-Stokes et il faut en quelque sorte exiger deux derivees de moins sur la temperature. 

En I'absence de dissipation sur la temperature, il ne semble pas possible de demontrer 
que le systeme de Boussinesq est bien pose meme localement pour des donnees aussi peu 
regulieres. On peut cependant etablir I'existence locale pour des donnees initiales dans 
I'espace de Besov homogene B^^-^{E.^) (gros sous-espace de L^(M^)) qui est critique 
pour la vitesse seulement : 

THEOREME 1.3 Supposons N > 2. Soit 6*0 G i Uq un champ de vecteurs d 
divergence nulle et coefficients dans -Bjyi- ^^ors le systeme de Boussinesq admet une 
unique solution locale {9,u,'VIl) dans I'espace 

Ft := C([0, T];B%^,) x (C([0, T];B%^,) n 1^0, T; Bj,^,)) x ^L^O, T; B%^,)'j . 
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Sideplus 6 e L°°{0,T*;B%^^) et u G L°°{0,T*;B%^^)nL^{0,T*;Blf^^) alors la solution 
pent etre prolong ee au-dela de T*. 

Si la construction de solutions a temps petit pent se faire par des arguments standard, 
montrer I'existence de solutions fortes globales est nettement plus delicat. En effet, comme 
explique dans I'introduction, I'absence d'amortissement pour la temperature interdit I'ap- 
proche classique associant estimations pour le semi-groupe de la chaleur et point fixe 
de Picard, et le scaling de la temperature semble bien trop bas pour pouvoir travailler 
directement dans des espaces invariants par changement d'echelle. 

Notre strategie est la suivante : trouver deux espaces fonctionnels, X pour la vitesse 
initiale uq et Y pour la temperature initiale Oq tels que, en notant V le projecteur 
orthogonal sur les champs a divergence nulle et (e^^)^>o le semi-groupe de la chaleur, 
on ait les estimations suivantes : 

ll^llL°°(o,T;y) < ll^olly, l|e*^^^o||L°°(0,T;X) < [[""olU, 







f e^'~'^^V{9eN)ds 
Jo 

e^^-'^^V div {u u){s) ds 



< Cl\\6\\lOC^^Q^rp.Y), 

L°°(0,T;X) 



< C'2||m|Iloo(o^T;X) 

L°°(0,T;X) 



avec des constantes Ci et C2 independantes du temps T. (Nous avons suppose que u = 1 
pour simplifier I'heuristique.) 

Pour de tels espaces, on obtiendra alors 

lkllL°°(0,T;X) < IkolU + C'lll^ollr + C'2||m||^oo(-o^T;X)- 

Supposons que ([I]) admette une solution locale {9,u) dans L°°{[0,T];Y) x L°°{[0,T]; X) 
et que de plus Ci||^o||y + ||'"o||x < c avec c suffisamment petit. Soit T* le temps maximal 
pour lequel ||ii||L°°(o,T*;X) ^ 2c. Si Ton a choisi c de telle sorte que 4cC2 < 1, I'inegalite 
ci-dessus implique que ||ii||Loc(o,T*;X) < 2c. Par des arguments classiques de bootstrap, on 
conclut alors que T* = +00. 

Nous verrons plus loin que Ton pent choisir pour X I'espace de Lorentz L^'°°(R^), et 
pour Y I'espace de Lebesque L-(M^) (voire L-'~(M^) si iV > 4). Notons au passage 
que ces espaces sont critiques. 

A moins que = 0, il n'est pas clair que I'on puisse demontrer I'existence et I'unicite de 
solutions dans ces espaces sans hypothese supplementaire de regularite. Pour y remedier, 
nous allons devoir exiger plus de regularite sur les donnees initiales. Cette regularite doit 
de plus pouvoir etre transportee globalement si les donnees sont petites dans X x Y. Le 
caractere global demande un peu d'attention car les estimations habituelles de regularite 
sur les solutions d'une equation de transport font apparaitre un terme qui depend expo- 
nentiellement de la norme lipschitzienne du champ de vitesse. On sait cependant depuis 
un article de M. Vishik que ces estimations sont "meilleures" dans les espaces de Besov 
d'indice nul (voir [30] et la proposition 14.81 pour plus de details). 

Ces considerations menent au resultat suivant d'existence globale a donnees petites : 
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THEOREME 1.4 Supposons que N > 3. Soit Oq £ B%^^(R^) et uq £ B^ ^ " (M^) 
pour un p £ [N, oo]. II existe une constante c > ne dependant que de N telle que si de 
plus uo £ L^'°°, do £ L- et 

||no||iiv,oo + z^^"'"||6'o|| N < a/ (4) 
alors le systeme de Boussinesq admet une unique solution globale 

ie,u,VU) £ C(M+;i?^,i) X (c(E+;i?|rViL(IK+;^p^r))'^ x i^f^'^^ 

De plus, il existe une constante C ne dependant que de N telle que pour tout temps t > 0, 
on ait 

||n|| jv_i ]v,i < C||no|| K-^e. ^'^+u(e ""jv,! _ i 

Wem^o <C\\eo\\^o e''*'""'"Hi(l + Ci.-i||nobo ). 

REMARQUE 1.5 A partir de la dimension quatre, Vespace L'3"(M^) peut etre remplace 
par LT'°°{R^). 

REMARQUE 1.6 Notons que les hypotheses supplementaires sur la vitesse sont cri- 
tiques en terme de scaling. Par ailleurs, I'appartenance de 9q a Vespace de Besov ho- 
mogene -B^v i (l'^'^ sous-espace strict de Vespace de Besov non homogene B^^) est 

assuree par 9q £ L"3"'°° n i?^ ^. De mime, si p > N, I'hypothese uq £ B^^ ^ est garantie 



par no £ L^'°° H B . ^ (voir le lemme \ 3.9\) . 



Notation : Dans tout I'article, C designe une "constante" susceptible de changer de ligne 
en ligne et dont la valeur exacte n'influe pas sur I'exactitude des calculs. On utilise parfois 
la notation abregee A < B au lieu de A < CB. 



2 Solutions faibles globales 

Cette section est consacree a la demonstration du theoreme 11.11 

Fixons une fonction x 6 C^(M^) positive et d'integrale 1, et notons Ir {r > 0) 
I'operateur de convolution par la fonction r~^x(r~^-). Dans un premier temps, nous 
allons resoudre le systeme de Boussinesq regularise suivant : 

dt0 + IrU ■V9 = 0, 

dtu + V{lrU-Vu) -v/\u = V{lr6eN), 
avec donnees initiales Oq et uq dans L^(M^). 
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PROPOSITION 2.1 Pour tout couple de donnees initiales {9o,uo) dans L^(M^) tel 
que diviiQ = 0, le systeme ([5]) admet une solution faible globale {9,u) telle que 

et verifiant I'inegalite d'energie suivante pour tout t G ; 



\u{t)\\l2 + 2u[ llVnIlla dr < ||uo||i2 + 2 /" [ Ir9uNdxdT. 

Jo Jo JR^ 



(6) 



Preuve : Nous allons resoudre le systeme ([5]) a I'aide de la methode de Friedrichs. Pour 
cela, on definit I'operateur de troncature spectrale Jn par 



Jn/(e) = i[i„](iei)/(e) 

et I'on cherche a resoudre le systeme suivant pour n > 1 : 

a*^" + JnilrVJnW' ■ V Jn9'') = 0, 

dtu'' + VJn{lrVJnU^ ■ VV JnU"") - uAVJnU'' = V{lrJn9'^ Cn) , (7) 
{9^,U^)^t=0 = iJn9o,JnUo). 

Ce systeme est une equation differentielle ordinaire sur verifiant les hypotheses 
du theoreme de Cauchy-Lipschitz. II admet done une unique solution maximale 
(r,n") G Ci([0,r„[;(L2(M^))^+i) pour un r„ > 0. 

Comme de plus {VJn)^ = VJn et = J„, le couple {Jn9"',VJnU^) est aussi 
solution de ([7]). Par unicite, on a done Jn^" = ^" et VJnU^ = u^- Cela entraine que 
9'^ et II™ sont dans Ci([0, r"[; et verifient 

15*^" + J„(l,n"-V0") =0, 

\5tn" +PJ„(/^n" • Vn") - i/Au" = e^). 

Une methode d'energie elementaire assure alors que ||0"(t)||^2 = || J„6'o||l2 pour tout 
t £ R+, et 

||7/"(t)||^2 +21/ / llVu^ll^adr = llJ^-uollia + 2 / / Ire'^u^dxdT. (9) 
Jo Jr^ 

Notons que ces deux egalites impliquent que r„ = +oo. En effet, si r„ est fini, on 
montre facilement en majorant le terme de droite de ([91) a I'aide de I'inegalite de 
Cauchy-Schwarz, que (^",u") est dans L°°(0, T"; L^) et pent done etre prolongee 
en vertu des theoremes classiques sur les equations differentielles ordinaires. 

II s'agit maintenant de passer a la limite dans ([8]). Tout d'abord, il est clair que la 
suite {9^)neN est bornee dans L°°(M+;L^) et que ([9j) assure que est bornee 

dans Lf^^(R+; LP') n L^^^(R+; H^)- En utilisant le systeme ^ et en remarquant que 
la suite {IrvP')n&i est bornee dans tous les espaces L^^(M+; H"), on en deduit alors 
que {dt9'^)n<=N et (9ju"')nGN sont bornees dans Lf^^{R+; H~^). Par des arguments de 
convergence faible et de compacite classiques, on conclut qu'il existe 9 £ L°°(M+; L^) 
et ti G L^^(M+; L^) n L^^^^(]R_|_; H^) a divergence nulle, tels que, a extraction pres. 
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- 61" tend vers 6 dans L^^(R+;if;J) pour tout rj > 0, 

- 9^{t) tend faiblement dans vers 9{t) pour tout t G R-|- (et done Ir9^{t) tend 
fortement vers LrO{t) dans Lp'), 

- u"' tend vers u dans L^q^(M+; ff^^^"^) pour tout e > 0, 

- u'^{t) tend faiblement dans vers pour tout t G M4.. 

Ces proprietes de convergence permettent de passer a la limite dans le systeme ([8]) 
et de montrer que 

lim / / 1^9^ vJ^ dx dr = I I Ir9u]\jdxdT. 
"^°°Jo Jr^ Jo Jm.^ 



Le couple {9,u) est done une solution globale de dSJ verifiant ([B]). ■ 
Nous pouvons maintenant passer a la demonstration du theoreme 11.11 Nous supposons 

2N 
N+2 



done que la temperature initiale appartient a L*'(]R^) avec < p < 2 et que 



uo G -L^(M'^) avec divuo = 0. II est clair que 1^6*0 G pour tout r > 0. La proposition 
precedente appliquee avec r = 2^^ assure done I'existence d'une solution globale {9k,Uk) 
verifiant ([6]) pour le systeme approche 

' dt9k + div {l2-kUk 9k) = 0, 

< dtUk + V d\Y [l^-kUk ® Uk) -v/^Uk = V{l2-k9keN), (10) 

On constate que 9k est solution d'une equation de transport par le champ de vecteurs 
regulier a divergence nulle l2-kUk. Cela assure que 9k G C(IR+; n L^) et que 

||^fc(i)||Lp = 1 1 -^2-* ^0 1 1 LP < II^oIIlp pour tout t>0. (11) 
Ensuite, en vertu de dGj) et de I'inegalite de Holder, on a 



Wk{t)\\h 



+ 2u ( \\Vuk\\l2dt<\\u4l2+2 ( \\9k\\Lv\\uk\\LP' dt. (12) 

JO JO 



Comme < p < 2 , on dispose de I'inegalite de Gagliardo-Nirenberg suivante : 

-1 1 



WkW^v' <C\\uk\\l2\\yuk\\\2'^ avec a = 1 - 



En injectant cette inegalite dans (|T2|) et en utilisant pT|) et I'inegalite de Young, on trouve 

\\uk{t)\\l2+u I \\Vuk\\l2dt<\\uQ\\l2 + Cv'^\\9o\\^ ( \\uk\\]t^ dT, 
Jo Jo 

d'oii, apres une nouvelle utilisation de I'inegalite de Young, 

WMmh + i^ /"V^fciii^dt <c(iiuoiii2+r+V"-i||eoiiip). (13) 

Jo 
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II reste a justifier le passage a la limite dans ([TO]) . Tout d'abord (fTTj) et ([T3|) assurent 
que {6k)k&n 6st bornee dans L°°(M_|_; L^') et que {uk)keN est bornee dans L°°(M_|_;L^) n 
L^(R+;i?^). En utilisant ([7]), on pent alors montrer que {dtOk)keN et {dtUk)keN sont 
bornees dans Lf^^{]S.^; H~~~^). Par des arguments de compacite classiques et en notant 
que LP(]R^) ^ H~^^p "^^{M.^) pour \ < p <2, on en deduit, quitte a extraire, que : 

- Ok tend vers une fonction 6 dans L^^M+;i?;„^ " ' ) pour tout r/ > 0, 

- Ufc tend vers un champ u a divergence nulle dans L^^^(M+; iJ^^^^^) pour tout e > 0. 

Ces proprietes de convergence permettent de justifier que div (Ig-fctifc^fc) tend vers 
div {u9) au sens des distributions pourvu que 1-^ + f > 0, condition qui est equivalente 
k p> 2N/ {N+2). Le passage a la limite dans le terme div {l2-kUk®Uk) se fait exactement 
comme pour le systeme de Navier-Stokes incompressible "classique". 



3 Espaces fonctionnels et outils d'analyse harmonique 

Commengons par rappeler la definition des espaces de type faible. 

DEFINITION 3.1 Pour 1 < p < oo, on definit I'espace faible (note LP'°° par la 
suite) comme V ensemble des fonctions mesurables de dans M telles que 



iP,oo := sup A 

A>0 



{xeM^/|/(x)| > A} 



< oo. 



REMARQUE 3.2 Dans le cas 1 < p < oo, I'espace U'^'^ coincide avec I'espace de 
Lorentz defini par I 'interpolation reelle {L°° , L^)^i En d'autres termes, f est dans 

LP'°° si et seulement si, pour tout A > Q, on peut ecrire f = + /a o,vec < 
C^i-i/p II/^IIloo < CA~^/P, et la "meilleure constante" C est une norme equivalente 
d la quantite de la definition ci-dessus (voir par exemple !21\j}. 

Plus generalement, pour I < q < oo, I'espace de Lorentz U'''^ peut etre defini par 
interpolation reelle en posant : 



LP'i := (L°°,l1; 



Dans la suite de cette partie, nous rappelons brievement la definition de la decomposition 
de Littlewood-Paley (selon f6]) ainsi que celle des espaces de Besov. 

La decomposition de Littlewood-Paley se definit a I'aide d'une decomposition dyadique 
de I'unite : soit x une fonction positive radiale de classe C°°, supportee dans la boule 
< |}, valant 1 sur {|^| < |}, et telle que r i-^ x{i"^r) soit decroissante. On pose 
"PiO = x(C/2) - x(6 de telle sorte que 

V^GM^\{0}, ^(^(2-^0 = 1 et V^eM^, x(6 = l-E'^(2-'?0- (14) 



On definit ensuite les operateurs de localisation en frequences Ag et Sq de C{S']S) par 
Aq u := ip{2''' D)u et SqU := xi'^^'^ D)u pour tout q £ Z. 
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Notons que pour une distribution temperee u G 5'(R^), les fonctions AqU et SqU sont 
analytiques a croissance lente. Si de plus il existe un reel s tel que u G ff''(R^) alors AqU 
et SgU appartiennent a I'espace H°° := flcreK-^'^- 

Par ailleurs, on etablit a I'aide de (fT^ que u = Sou + ^ AqU dans 5'(M^) et 

u = AqU dans modulo un polynome (voir par exemple [2T]). 



Enfin, nous utiliserons souvent la propriete de presque orthogonalite suivante : 

A^AqU = si \k — q\>2 et Afc(5g_iuAgi;) = si — g|>5. (15) 
Nous pouvons maintenant definir les espaces de Besov homogenes comme suit : 
DEFINITION 3.3 Soient s G R, {p,r) G [l,oo]2 et u e cS'(M^). On note 

II^IIrs =^ ( ■"IIlp ) r < oo, et ||m||rs *== sup 2'^*||A„ ti||j;,p. 



On definit I'espace de Besov homogene B^.^ := i?p^(M ) par 

- m={ue 5'(M^) I llnllR, < +oo}, lorsque s <^ ou s = ^ et r = 1 . 

- B'p^^ = {u G cS'(M^) I V |a| = k + 1, d'^u G B;-^'^} stf + k<s<f + k + l, 
ous = ^ + k + l et r = 1, pour un k £N. 

REMARQUE 3.4 On prendra garde au fait que B'p^ri^^) est un espace de Banach si 
et seulement si s < N/p ou s < N/p et r = 1. 

Rappelons egalement la definition des espaces de Besov non homogenes : 
DEFINITION 3.5 Soient s G M, {p,r) G [l,oo]2 et u e 5'(R^). On note 



klls^,, := (^ll^onll^p + X]gg]^2^«''||Aqn||£pj ' si r < oo, 
l"lls|,oo := maxHIS'onllLP, sup^g^ 2''^\\Aqu\\LP 



L'espace de Besov non homogene B^.^ := i?p,,.(M^) est I'ensemhle des distributions tem- 
perees u telles que II^H^s^ soit fini. 

REMARQUE 3.6 Les espaces de Besov i?| 2 et B22 coincident respectivement avec 
les espaces de Sobolev et H^. Si s £ \ N, les espaces de Besov B^ ^ et B^ ^ 
coincident respectivement avec les espaces de Holder C et C*. Par ahus, nous noterons 
:= i?^,^ et & := i?^,^ pour tout s G M. 



Les inegalites suivantes, dites de Bernstein et demontrees par exemple dans [6] seront d'un 
usage constant. 
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LEMME 3.7 Soit I < pi < P2 < oo et ip £ C^(M^). Alors on a 

\\i;{2-'iD)u\\LP2 < C2''^^^~^\\ij{2-'' D)u\\lpi . 

Comme consequence de I'inegalite de Bernstein et de la definition de -Bp on a la propo- 
sition suivante : 

PROPOSITION 3.8 (i) II existe une constante c strictement positive telle que 

c~^\\u\\ns < ||Vii||RS-i <c||u||rs • (16) 

.s-Ar(J_-J_) 

(a) Pour 1 < pi < P2 < oo et 1 < ri < r2 < oo, on a Bp^ ,^.^ ^ Bp2,r2 ''^ ^'^ ■ 

N_ _ N_ _ N_ 

(Hi) Si p £ [1, oo], alors B^^ ^ -Bp^oo H L°°. Si p est fini, I'espace B^^ est une algehre. 
(iv) Interpolation reelle : (Bp^^,, Bp\)g r' = B^^^,'^^^ pour < 9 < 1 et 1 < p,r,r' < oo. 

Signalons aussi le resultat d'inclusion suivant qui nous sera fort utile : 

LEMME 3.9 Pour I < p < q < oo, on a 

N__N_ 

Demonstration : Notons hj = 2^^h{2^-) avec h = T^^Lp. On a A^n = hj-ku, done 
par les inegalites de convolution dans les espaces de Lorentz (voir par exemple |21j). 

,, ■ ,, 1 11 

/^g < /ii Lr,! kt Lp.oo avec — = IH 

r q p 

En faisant un changement de variable, on constate que 

||/iJiM=2^^(i-^)||/i||iM, 

d'ou le resultat. ■ 

Nous souhaitons maintenant donner quelques estimations a priori dans les espaces de 
Besov pour I'equation de la chaleur. Ces estimations decoulent du lemme suivant demontre 
dans [7] : 

LEMME 3.10 II existe deux constantes c et C telles que pour tout r > 0, q £ Z, et 
p G [1, oo], on ait 

\\e^^Agu\\LP < Ce-^^^^'WAguWip. 
De ce lemme, on deduit facilement (voir encore [7]) le resultat suivant : 

PROPOSITION 3.11 Soit s G M, l<p,r,pi<oo. Soit uq G B^,. et feL^'{Bp^r 
Alors I'equation de la chaleur 

dtu - uAu = f, uit=o = uq 
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admet une unique solution u dans L'^{Bp ,^) f] Lf^ {Bp^r''^ ) et il existe une constante C 
ne dependant que de la dimension N telle que Van ait I' estimation a priori suivante pour 
tout t E [0, T] et p > pi : 

AM^ ..H-a <c(||no||^. +z^^"'ll/IL .-2H-^Y (17) 

Si r < oo, la solution u appartient de plus a C([0, T]; i?p ,.). 

Dans la proposition ci-dessus, on a utilise les espaces L!^{Bp j.) qui se definissent comme 
a la definition 13.31 apres avoir pose 



2'''1|A<j,'u||^P(^p) 



(18) 



Notons qu'en vertu de I'inegalite de Minkowski, on a 

^ II^IIZ^{B|,J Po^'^ ^ ^' (19) 

et I'inegalite opposee si p < r. 

On posera CriB^^r) ■= (%) n C([0, T]; B^_,) et Lf„^(M+;Sy = nT>o ^T(^p,r)- 
Sur le meme modele, on peut definir des espaces non homogenes Ll^{Bp j.). Dans le cas 

particulier ou p = r = 2, on utilisera plutot la notation Lj.{H^) ou Lj,{H^). 

REMARQUE 3.12 Grace a la proposition \3.11\ . et en utilisant le fait que le projecteur 
V sur les champs a divergence nulle est un multiplicateur de Fourier homogene de degre 
et est done continu de B^ j. dans lui-meme (voir e.g. \21^ ). il est facile de resoudre le 
systeme de Stokes non stationnaire 

dtu - i/Au + Vn = /, div u = 0, , . 

u\t=o = uo, 

avec donnee initiale uq G Bp ^. a divergence nulle, et force f £ L}p{Bp j.). 

On obtient encore une unique solution (u,Vn) avec u G L^{Bp j.) n L;^(i?p+^) et 
vn G L}p(Bp^), et u verifie pour tout 1 < p < oo Vestimation 

v~^\\u\\__ ,,+ 2 <c(||no||^. + ll^/llzi(B'= ) 
Si r < oo, la solution u appartient de plus d C([0, T]; 5^^^). 

REMARQUE 3.13 On peut enoncer une version non homogene de la proposition \3.11\ 

pour des donnees uq G -Bp,, et f £ Lff{Bp^r ''^)- Les resultats d' existence, d'unicite et 
de continuite en temps demeurent, mais la constante C de (jl7p se met d dependre (au 
pire lineairement) de T. 
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La preuve de certaines estimations a priori pour des termes de type quadratique sera gran- 
dement facilitee par I'usage du calcul paradifferentiel et notamment de la decomposition 
suivante introduite par J.-M. Bony dans [3] : 



fg = tfg + tgf + R{f,g), 



ou le terme de paraproduit T est defini par Tjg := Sq-if A^g, et le terme de reste R, 
par R{f, g) := ^ AgfAgg avec A, := Aq_i + A, + Ag^i. 

Q 

Nous enoncons ci-dessous quelques resultats de continuite d 'usage constant pour les 
operateurs de paraproduit et de reste (consulter par exemple [27] pour une etude exhaus- 
tive de ces operateurs). 

PROPOSITION 3.14 Soit 1 < p,pi,P2,r,n,r2 < oo verifiant 1 = J^ + ^ e^f = 
^ + L'operateur de paraproduit T est continu : 

- de L°° X Bp ^. dans Bp .,, pour tout t G M, 

- de Bp_^j.^ X Bp2^r2 dans Bp~/ pour tout t G M et s > 0. 
L'operateur de reste R est continu : 

- de Bp^ j.^ X i?p2,r2 dans Bpp pour tout {s,t) £ tel que s + t > 0, 

- de Bp^^n x -^P2!r2 dans B^,^ si s e U et + ^ > I. 

La proposition ci-dessus permet de montrer la plupart des resultats de continuite pour 
le produit de deux distributions appartenant a des espaces de Besov. Nous utiliserons 
frequemment par exemple que I'application {u, v) i-^ uv est continue de 

- X B%^^ dans Bp'J-'^ si -1 < s, f < 1 et s + 1 > 0, 

- H' xH^ dans B^~^^ ^ si |s| < f , |t| < f et s + 1 > 0. 



4 Quelques estimations a priori 

4.1 Espaces de Lorentz et systeme de Stokes non stationnaire 

Dans cette section, on demontre quelques estimations a priori dans les espaces de Lo- 
rentz pour le systeme de Stokes non stationnaire (j20p . Le lemme suivant nous permettra de 
controler le terme de couplage avec I'equation de transport dans le systeme de Boussinesq. 



LEMME 4.1 On a les estimations a priori suivantes pour tout t > / 



Si N = 3 alors v 
Si N > A alors v 



V{ee^){s)ds 



o^H~^)^T?{^eeN){s)ds 



< C\\0\\l'^(l^). 



<c\\e\\ , N 



15 



Demonstration : Par un changement de variable temporel, on peut se ramener au cas 
1^ = 1. Notons par ailleurs que V G £(LP(]R^); LP(M^)) pour tout 1 < p < oo. Par 
interpolation reelle, on a done en particulier 

P G £(L^'~(M^),L^'°°(M^)). (21) 

Par consequent, on peut "oublier" le projecteur V dans les inegalites a demontrer 
et se limiter a la preuve d'inegalites similaires pour I'operateur de la chaleur. Pour 
ce faire, on ecrit la decomposition suivante avec A parametre positif : 

/ e(*-'^)^0(s) ds = / l[o,t] is) e(*-^)^e(s) ds + / ^o,t] {s) e'^'~'^''e{s) ds . 

Jo Jo J A 

Ia 

Par calcul direct on a pour r>Oet l<p<(j'<oo, 

l|e^^||£(L.,L.) = \\J^-\e~^\^\')\\Lr = -^^\\G{^)Ur = :^\\G\\Lr (22) 

ou Ton a note G = J^-^e-l^l"), 1/r = 1 + l/q - l/p et 1/r' = l/p - l/q. 
Supposons d'abord que = 3 . On a 



II/aIIli < / \\e^'~'^^e{s)U^\,^t]{s)ds, 

A 

< [ l|e(*"'^^||£(Li,Li)||^(5)||Lil[0,t](5)^^5, 

Jo ^ 

< \\g\\l^ [ \\e{s)hii[o,t]i^)ds<A\\Ghi\\eh^^L^y 

Jo 

D'autre part, pour I^, on peut ecrire 

/■oo 

II/^IIl- < / \\e^'-'^'^e{s)\\Lool[o^t]is)ds, 
J A 

< / \\e'^'-'^'^\\ciL^L^)\mhil[od')ds, 



A 

1 



< 2A^^/'^\\G\\L°°\\0\\];^oo(^j^iy 



En tenant compte de ces deux estimations, de la remarque 13.21 et de (f2T]l . on obtient 
le resultat souhaite dans le cas = 3. 

Le cas > 4 se traite de maniere analogue. A partir de (j22p . on montre par 

A N N 

interpolation que I'operateur e"^ est continu de L"3"'°° dans L"3"'°° avec norme 
bornee par C||G||/^i. Cela assure que pour tout A > 0, on a 

I|/a||,^,. < /^|e(-^)^||^^^.,.^.,.^||^(.)||^.,.l[o,](^)d., 
< GA\\GU40\\,^^,^^^y 
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Pour majorer J"^, on utilise le fait que I'operateur est continu de L 3 '°° dans 
L°° avec norme Cr~2 ||G|| ^jv^ ^ (combiner (j22p avec un argument d'interpolation). 

On pent done ecrire 



00 



A 



< C^-1/2||G|| iV Jl^ll N ^ . 

En combinant les majorations pour 1^ et /"^, le fait que 

/T^.OO TOO\ tN,00 

)|,oo = > 

et ()2ip . on pent maintenant conclure a I'inegalite souhaitee dans le cas > 4. ■ 

Le lemme suivant (qui semble etre dii a Y. Meyer, voir [25j ) nous permettra de controler 
le terme de convection dans I'equation sur u. 

LEMME 4.2 Pour tout t > et u >0, on a les estimations a priori 



f e^'^'-'^^VVgis) ds 
Jo 



C||5llLf=(Li) si N = 2, 
1 C\\g\\ N si iV > 3. 



< 



Demonstration : Pour la commodite du lecteur, nous donnons ci-dessous les grandes 
lignes de la demonstration. On procede comme dans le lemme precedent : apres s'etre 
ramene au cas v = 1, on decoupe I'integrale a majorer en deux parties J a et J^. 
En vertu de ([2T]) . on pent "oublier" le projecteur V. De plus, il est clair que pour 
tout r>Oet l<p<(7<oo, ona 

\W"^^\\c{Lv,L'^) = ^^\\H\\Lr avec H := J^-\e-\'^\" n) et 1 = 1-1. (23) 
T'^ 27 r p q 

En reprenant les calculs du lemme precedent, on obtient done si > 3, 
WJaW N ^ < CA\\H\\ri\\q\\ N ^ et U'^Wloo < CA~M\H\\ 

II /I 11^^,00 — II lli^ lli/ll^^.oo II ll-t^ — II ll^-j^r:-^,! Mil 11^^,00 

On conclut alors en remarquant que (L~'°°,L°°)i ^ = L^'°°. 

Le cas N = 2 est formellement identique. II suffit de remplacer L 2 par L . ■ 

4.2 Estimations a priori pour le systeme de Navier-Stokes 

Dans cette partie, on demontre des estimations a priori pour le systeme de Navier- 
Stokes incompressible : 

' dtu + u-Vu- uAu + Vn = /, 

divu = (24) 
^u{0,x) = uo{x) 

sous diverses conditions de petitesse. 
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Enoncons tout d'abord un resultat global de propagation de la regularite Lf^ {B,^ ^ )n 

■ i+- 

Ll{Bp ^ ^ ) sous riiypothese que u est petite dans C~^. 

LEMME 4.3 Soit p G [l,oo[ et u une solution de dMl) appartenant d L^{Bp^^ ^ ) n 

■ i+- , ■ "1+^ 

L}p{Bp i'' )■ II existe deux constantes c et C telles que si uq appartient d B^^ ^ et verifie 

divtio = 0, si f est dans L^{[0,T]; B^^ ^) et de plus 



sup ||u(t)||(^_i < cu 
te[o,T] 



alors, on a pour tout t G [0,r] I'estimation 

Mt)\\ ,N_,+iy f \\u{t)\\ . dr < c(\\uo\\ . n_, + /* ||/(r)|| . dr) . 

Demonstration : On applique I'operateur VAg a I'equation de Navier-Stokes. Sachant 
que divu = 0, on obtient 

dtAqU - uAAqU = VAqf - V Aq{u ■ Vu). 

Admettons un instant que 

\\VAq{u ■ \/u)\\lp ^ aq2~'^''~^'^~p'^\\u\\f^,-i\\u\\ -i^^N avec ^ag = l. (25) 



Alors en utilisant le lemme [3.101 on a 

2'^^-'^T)\\Aqu{t)U. < 2«(-^+f )e-*2^lA,no|U. 

Apres sommation sur q, on trouve done 



\u\\ N_, + U\\u\\ N,, < C( lltioll _iijV 



Si Ton suppose que 

1/ 

^ll'"'llLf=(C-i) - 2 
alors on obtient I'estimation souhaitee. 
L'inegalite (I25p que nous avons utilisee plus haut repose sur le lemme suivant : 
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LEMME 4.4 Soient s > 1, r £ [l,+oo] et u un champ a divergence nulle. Alors il 
existe une constante C et une suite aq £ P'(7l^ telles que 

\\Aq{u-Vv)\\LP < C2-'?(^-2)^^(||^||^_^||^||^^^ ^ \Hc-Mbs^) et ||(a,)||£r < 1. 
Demonstration : En vertu de (fT5l) et de divn = 0, on a 



Ag{u-'\/v)= ^ Aq div {Sqi+2U0 Agiv) + ^ Aq{AqiU-VSqi^iv). 

q'>g~4: |'?-i?'|<4 

Sachant que s > 1, on a 

\\Aq div {Sq>+2U \'V)\\lp < C2'^ Yl \\Sq'+2u\\L°°\\'^q'V\\LP, 
q'>q—4: q'>q—'i 

< C2-9(^-2)a„||u|U„i||?;|L, 

avec aq G £^(Z) verifiant < 1, 

D' autre part, on dispose de la maj oration suivante : 

J2 \\Aq{Aq,U-VSq>_iv)\\LP < C J2 \\Aq,u\\Lp\\Sqi ^iVv\\lo^ , 
\q'-q\<4 \q'-q\<i 



< C2-''(^-2) ii^ii ii^ii ^ 



d'ori le lemme. 



II n'est pas clair que le lemme demeure valable dans le cas limite p = +oo. Mais on 
dispose toutefois du substitut suivant : 

LEMME 4.5 Soit u une solution de (j24p avec donnee initiale uq G a divergence 

nulle, et terme deforce f G L^{[0,T], B^^). II existe deux constantes c et C telles que si 



sup ||n(t)||2,]v,oo < cu 

t£[Q,T] 

alors on a pour tout t G [0,T] I 'estimation 

Demonstration : La demarche generale est la meme que dans la preuve du lemme 1^3} 
mais on ne pent plus utiliser le lemme qui est faux dans le cas limite p = oo, 
r = 1 et s = 1. Le bon substitut est I'inegalite suivante : 

llAqfu • Vu) IIloo < Cag2''||u||^]v,oo ||n|| ni avec > aq < 1. (26) 

oo, 1 ^ ^ 

q&L 

La justification de (|26|) repose sur la decomposition de Bony. En tenant compte de 
divii = 0, on a pour tout j G {1, • • • , A^}, 

[div {u®u)\^ = ^i{f^^u^ + t^,u' + R{u\u^)). 
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Les resultats de continuite pour le paraproduit enonces dans la proposition 13.141 
assurent que 

II div Ag(Tu'u)||i;,oo < C2''aq||u||(j,_i ||ti||^i avec ctg ^ 1 



et Ton a vu que L^'°° ^ C ^ (cf lemme [ 
La continuite de I'injection de L^'°° dans permet aussi d'ecrire que 

||Ag divi?(n, n)||/,oo < C2'^|| Aq divi?(u, ti)||/,iv,oo pour tout q^TL. 

Par consequent, on a 



|Aqdiv^(n,n)||Loo < Cl^i ^ Kq{Kqiul\q,u) 

q'>q-3 

< Cl'^t ||Aq/n||j;^JV,oo||Aq/u||2,oo, 

< C2'i 2''"'^'«g'll^i|lL^>-ll'"llRi 

q'>q--i 



avec Yliq fl<j ^ 1) ce qui acheve la demonstration de ([26l) . ■ 

4.3 Estimations pour I'equation de transport 

Dans cette section nous etablissons diverses estimations a priori pour I'equation de 
transport 

{dte+<XiY{eu) = f 

avec u champ de vecteur lipschitizien d divergence nulle. Pour commencer, rappelons un 
resultat classique relatif aux espaces ou LP'°° : 

PROPOSITION 4.6 Pour tout p G [1, cxd], on a les estimations a priori suivantes : 

yt G IR+, \\e{t)\\LP < \\9o\\lp + f \\f{s)\W ds. 

Jo 

Plus generalement, pour 1 < p < oo, on a 

yt G M+, \\e{t)\\LP,o. < ll^ollif.- + / ||/(s)l|Lf.- ds. 

Jo 

Dans tons les cas, I'inegalite peut etre remplacee par une egalite si f = 0. 
Demonstration : En introduisant le flot tp du champ u defini par 



dtip{t,x) = u{t,ip{t,x)), 
ip{0, x) = X, 



(28) 
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on obtient 

ft 



Sachant que divu = 0, la fonction ipt '■= ^(i; ■) est un diffeomorphisme qui preserve 
le volume. En consequence, 

womip < m\LP+ f'\\f{s)\\LP 







avec egalite si / = 0. 

La preuve de I'inegalite dans les espaces LP'°° se traite en comparant les ensembles 
de niveau de 6 et de Oq. En efFet : dans le cas / = 0, on a pour tout A > 0, 

{yGM^/|^(t,y)| > A} =^t({xGM^/|eo(2;)| > A}), (30) 

et les deux ensembles ont meme mesure puisque '0 preserve la mesure. 

Le cas general / ^ s'en deduit facilement a partir de la formule (j29p . ■ 



Dans la proposition ci-dessous, nous enongons un resultat de propagation de regularite de 
type Besov pour les equations de transport. 

PROPOSITION 4.7 Soient I < p < pi < +oo, r G [l,oo] et s tels que 

fN N\ N 

— 1 — min — ,— <s<lH 

\pi p' ) pi 

Supposons que le champ de vecteurs u soit a divergence nulle et d coefficients dans 

L^{[0,T];Bp^J^ (R^)), que le terme deforce f appartienne a Li([0, T]; 5^^^,(M^)) et que 
la donnee initiale Oq soit dans Bp^^{R'^) . Alors I'equation ^27^ admet une unique solution 
e G L~([0,r];5^,.) (e e C([0,r];S^,.) sir <oo) qui verifie Vestimation 



<(ll^ob.,, + ||/|lzi(^.Jexp(cj[*||V.|L^dr). 



L'inegalite ci-dessus reste valable dans le cas limite r = oo et s = —1 — min 



TV TV 
pi ' p' 



Demonstration : Un resultat analogue a ete etabli dans |12j (mais dans le cadre des 
espaces de Besov non homogenes et sans le cas limite). Nous nous limitons done a 
une preuve succincte des estimations a priori. 

Appliquons Ag a I'equation de transport (p71) . En utilisant la decomposition de 
Bony, la propriete de divergence nulle et (fT5|) . on obtient 



dtAgO + Sg-iu ■ VAgO = AJ - F, 



avec Fq = Ag{fe^eu') + diAgR{u\e) 
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^ {Sg,-l-S^l)U-VAgAg,9+ ^ [Ag , S -lU] ' V Ag, 9 . 

\q-q'\<l |9-<?'I<4 



D'apres la proposition 14.6^ on a 

\\Age{t)\\LP < \\Agdo\\LP + f ||A,/(r)||LP dT + f \\Fg{T)\\Lv dr. (31) 

JO Jo 

II s'agit maintenant de majorer Hi'ljIlLp de fagon adequate. Le premier terme se traite 
en faisant appel a la proposition 13.141 Comme s < 1 + on obtient 

WAgTogu^WLP < C2~'^^ag\\Vu\\ n_ \\0\\ns avec llaqlUr < 1. 

De meme, sous la condition s + 1 + min^|^, > 0, la proposition 13.141 donne 

\\diAgR(u\6)\\LP < Cag2~i'\\Vu\\ jv||6'|U, avec \\a„\\r<l, (32) 

rjPl P,r 

et dans le cas limite s + 1 + (^^, = 0, 

sup\\diAgR(u\e)\\LP <C2-''''\\Vu\\ jv . (33) 

Le troisieme terme de Fg est une fonction localisee spectralement dans une couronne 
dyadique Ainsi, sans aucune restriction sur s, on a 

y \\{S^i- Sg>^i)u-VAgAg>e\\LP <Cag2-i'\\Vu\\ jv II^IU, . 

\q-q'\<l -"Pl.l 

Enfin, par une inegalite classique sur les commutateurs (voir par exemple [6j), on a 

\\[Ag,Sg,^lU]-VAg,e\\LP < 2 " ^ | | V5,/ _ 1 U | | | | Ag/ | | . 

En consequence, 

\\[Ag,Sg,.lU]-VAg,e\\LP<2'i'-'i\\Vu\\L^\\Ag,e\\LP, 

d'ou 

\\[Ag,Sg:^iu]-VAg,e\\LP <C2~'i'aq\\Vu\\L^\\e\\^,^^ avec \\{ag)\\p <l. 

\q-q'\<i 

N 

En sommant toutes ces estimations et en utilisant le fait que B^^ ^ ^ L°° , on trouve 
(en supposant r = oo dans le cas limite) : 

II-^oIIlp 5, 2~'''*ao||Vii|| jv \\9\\r,s avec llaallr < 1- 

,pi - 

P1-' 



nPl P,r 

^P^■l 
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II ne reste plus qu'a injecter cette inegalite dans ([3T]) . a multiplier par 2^" puis a 
prendre la norme ^''(Z) en q de chaque membre. On obtient 

II^IIZo..^. )<||eo|lB= +ll/llzi(B^ ) + ^^ /V^WII.iv ||^(r)b. dr 

et le lemme de Gronwall permet alors d'obtenir I'estimation souhaitee. ■ 

La presence du terme exponentiel dans I'estimation a priori de la proposition 14.71 semble 
oter tout espoir de demontrer des resultats globaux pour le systeme de Boussinesq. 

Dans |30j cependant, M. Vishik a remarque que cette croissance exponentielle n'a pas 
lieu (dans le cas / = 0) si I'on travaille dans des espaces de Besov a indice de regularite 
nul. Le resultat de M. Vishik a ete redemontre recemment par T. Hmidi et S. Keraani 
par une methode plus robuste qui permet entre autres d'ajouter un terme de diffusion 
dans I'equation de transport (voir [T7]). Nous utiliserons la version suivante du resultat de 
Vishik : 

PROPOSITION 4.8 Soit 9 G Lf{Bl,.) une solution de 1^ avec f e ^^(^p.r) 
Vu G L^{[0,T], d divergence nulle. Alors on a la majoration suivante pour tout 

t G [0,T] ; 

J 

Demonstration : Nous adoptons I'approche utilisee dans [17]. Pour simplifier la presen- 
tation, on se limite au cas r = 1 (qui est le seul utilise dans Particle). 

Tout d'abord, remarquons que par unicite de la solution de I'equation de transport, 
on a 6* = ^ 0g ou 0q est la solution de I'equation 

eg{o,x) = Aqeo{x). 

On a clairement 

i-9GZ \j-q\<Q \j-q\>Q 

oil Q est un parametre entier que Ton ajustera plus loin. 
En faisant appel a la proposition 14.61 on constate que 

\j~q\<Q \j-q\<Q 

< QE{\\\0o\\Lr' + \\^qf\\Ll(Lr')), 

< Qdkbo +ll/llri(BO ))• 

p,l t \ p,l/ 
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Pour traiter la deuxieme somme de (jSSp . on utilise la proposition 14.71 avec donnee 
initiale A^^q dans B^l et terme de force dans L^{0,T; B^l) (avec e choisi dans 
(0, 1)). On peut done ecrire 

\\OqmB±e < (.\\A,eo\\^±. + ||A,/||,i(^±.Oexp (c [ llVnll^o dr) , 
ce qui implique 

\\^Mt)\\L^ < 2-"l'^-^'la,-(||Ag^o||LP + ||Ag/||ii(^p))exp (c Mb^^^, dr^ 

avec ||(aj)||£i(z) < 1- Par sommation sur les indices {j,q) tels que |j — q\ > Q, on 
trouve 



W^jOMIl^ < 2-'5^C(||^o||so^ + 11/1^1(^0 ^))exp (c [ 

\j-q\>Q ^ 

II ne reste plus qu'a choisir Q tel que Qelog2 w (l + C / ||Vu||oo dr 

V Jq oo,1 

4.4 Estimations a pertes 

La demonstration de I'unicite pour le systeme de Boussinesq en dimension deux repose 
sur des estimations a priori avec perte de regularite pour les equations de transport- 
diffusion du type 

{dtp + div {pu) - vl^p = f ^^g^ 
\p\t=o = po 

avec un champ de vecteurs u a divergence nulle qui n'est pas lipschitzien en espace. 

Dans le cas sans diffusion, H. Bahouri et J.-Y. Chemin ont remarque (voir [2]) que si 
le champ de vitesses etait localement integrable en temps a valeurs log-lipschitz, i.e 

\u{t, x)—u{t,y)\ < ^{t)\x—y\{l—log\x—y\) pour tout \x — y\<l avec 7GL]q^(0,T) 

alors la regularite de la donnee initiale etait susceptible de se degrader au cours du temps. 
Par exemple, si po appartient a I'espace de Sobolev alors la solution a I'instant t est 
seulement dans avec V{t) = C 7(r) dr. 

Nous souhaitons demontrer des estimations analogues valables pour tout v > 0, sous 
des hypotheses legerement plus generales que celles de [2] et avec en sus un gain de 
regularite de type parabolique si > 0. 

Nous avons opte pour un cadre fonctionnel non homogene. De ce fait, nous ferons appel 
a des blocs dyadiques non homogenes definis comme suit : 

Ag := Ag si q> 0, A_i := 5*0 et Ag := si q< -2, 

et a la troncature basses frequences 

p<q-l 
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PROPOSITION 4.9 Soit s £] - I - ^,1 + ^[ et p une solution de Vequation de 
transport- diffusion (j36p . // existe Nq G N ne dependant que du support de la fonction </? 
intervenant dans la decomposition de Littlewood-Paley, une constante universelle Co et 
deux constantes c et C ne dependant que de s et de N tels que si 



\~ 1+^ <c (37) 



alors on a I'estimation a priori suivante pour tout t € [0,T] ; 

sup 2'?^-^'M||A,p(r)||i2 +1/SUP T 2^(^+2)-e,{r)||^^^(^)||^^ 
/>-l g>OJo 



<?>- 

TG[0,t] 



<^of||po||B|^+ sup r2"M||AJ(r)||i2dr') 

V ' q>-lJO J 

5U eq{t) := C' ^ 25'(^+t) / ||Ag/n||i2 (ir avec Ag, = T.\a\<No \'+o^ verifie 
q'=-i 

EgiT) - e^, (T) < ^ (1 + ^ + s) ((? - g') pour q > q' . 

Demonstration ; La demonstration de cette proposition se trouve implicitement dans 
|12j (voir th. 3.12) mais I'efFet regularisant du Laplacien n'y est pas explicite. Etant 
donne que I'exploitation de cet effet regularisant est la clef de la preuve de I'unicite 
pour le systeme de Boussinesq en dimension 2, nous donnons ici la demonstration 
integrale de I'estimation a priori. 

En appliquant I'operateur Ag a (p6]) et en procedant comme dans la preuve de la 
proposition 14.71 on obtient 



dtAgp + Sg.iu ■ VA,p - uAAgp = A J + F] + F^ + F^ + F^ 



avec 



K Yl iSg>-lU, Ag] • VAg,p, F2 := {Sg-l - Sg'^l)u • VAgAg'P, 

\q'-q\<4 \q'-q\<l 

F3:=-A,( Sg,^^d,pAg,u'), F^:=- ^ 5,A Ja,,p( ^ Ag,^)u\ 
k'-<?|<4 g'>g-3 ^ |a|<i ^ 

Une methode d'energie standard combinee avec I'inegalite de Bernstein donne 

4 

IIA.^II?. -^ ,y„929||A.nll?. < (\\A..f\\ro -^ ' 

2dt 



i=l 



avec Vg := Kiy si q > et z/_i = 0, la constante k dependant uniquement du support 
de if. 
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Par des manipulations classiques, on a 

||FJ||l2< \\VS,>^,u\\l^\\A,,p\\l2, \\F^\\l^< 2'^\\A,n\M\A,p\\L2, 

k'^l<4 k'-g|<i 

q'<q+2 q'>q-3 

en notant Ag = J2\a\<No ^g' ^^^^ suffisamment grand. 
En utilisant le fait que 

||V5,,_iu|Uoo < Y 2«"(i+f)||A,,m|U2, 

q"<q'-No 

N ^ / N 

\Wu\\l^ < 2'?T||A,n||i2, \\Ag,p\\L^ < 2" T||A,,p||i2, 
et en injectant les majorations obtenues ci-dessus dans (p8|) . on obtient 

i|||A,p||i. + r.,22^||A,H|i. <(||A,/||^. 

+C Y 2(«-^')(i+f \\Ag,ph. +CY 2(«'-^)(^+f )<||A,,pb.) WAgph. 
ij'>q-4 q'<q 



avec £p 



(t) := fY2^-^'+^\A,u\\,.dr. 



p'<p 

Pour A > 0, on pose 

p'git) := 2^^e-^^'W||A,p(t)||^. et f^{t) := 2«^e-^^'W||A,/(t)||i. 
de telle sorte que 

ljyq?+KiPq)'+-'^^''iPq)'<Pq{fq 

+C2^^e-'^^{ Y 2('^-^')(i+f )<,||A,^p||^. + Y 2(^'-^)(^-^^)<||A,,p||^.)). 

De I'inegalite precedente, on deduit apres integration en temps : 

p^git) + ug2^'^ f p^(r) dr + xf 4(r)p^(r) < p^(0) + /* /,\t) 
Jo Jo Jo 

+C V 2(«-^')(i+f+^) r4,(T)e"(vM--.M)p^,(r)dr 

+C7 V 2('?'-'?)(i+f r4(T)e^(vM--«W)p^,(r)dr. 



q'>q-i 
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En ecrivant eg(r) = e^/(T) + (e^ — eg/)('7") dans le dernier terme et en remarquant 
que (e„)„>_i est une suite croissante de fonctions croissantes positives, on obtient 
pour tout q > —I, 

p^it) + v^l^'i r p\(t) dr + X f e'^{T)pl{T) dr < p^(0) + T /^{r) dr 
Jo Jo Jo 

q'>q 

+CV2('?'-^)(i+f-^) /^;,(r)p^^(r)dr + ^ V2('?'-'?)(i+f-«) sup p^,(r). 

Supposons desormais que 
sup 2'?(^+^) ||Agn||^i(^2) <elog2 pour un e tel que Ae < -(— + 1 + s) (39) 

q>-l 2 2 

de telle sorte que pour tout > g > — 1, on ait 

2(g-«')(i+f +s)e^(vW-^9W) < 2^(i+f 
Alors en prenant la borne superieure en q de I'inegalite precedente, on obtient 



sup (p^^{T) + U,2'"i r pl{T')dT' + \ r e'^{T')pl{T')dT''] < SUp p^(0) 
?>-l V ^0 ^0 / q>-l 

sup / /g(T)dT + C sup / e'(r)p^(r)dT + — sup Pq(r). 

j>-lJ0 q>-lJo g>-l 



g>-l 
rg[0,t] 



q>-lJO q>-lJO q>- 

re[0,t] 



En consequence, on a. 



sup pg(r) + zysup2^'*' / p^{T)dT + X sup / e'{T)p^{T)dT<3\\po\\B=„ 

q>-l q>0 Jo q>-lJo 

rg[0,t] 

ft rt 
+3 sup / /,^(r)dT + 3C sup / 4, (r)p^, (r) dr + — sup p^(r) 
g>-lJO g>-lJO ^ g>-l 

rg[0,t] 

II ne reste plus qu'a choisir A = 6C pour conclure a I'inegalite souhaitee : 

sup p^(T) + z.sup225 / p^{T)dT <Co(\\po\\b^^+ sup [ /^^MdrV 

q>~l ^ q>0 Jo \ ' q>-lJo J 

re[0,t] 



REMARQUE 4.10 L'estimation de la proposition \4-9\ s 'etend sans aucune difficulte au 
prohleme de Stokes non stationnaire avec convection : 

dtp + div {pu) - uAp + Vn = /, 
divii = 0. 

La propriete de divergence nulle assure en effet que le terme VII est '^transparent" et que 
les estimations sur ||Aqp||^2 restent les mimes que pour I'equation (l36]) . 
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5 Solutions fortes 

Cette partie est consacree a la demonstration de resultats d'existence locale (ou globale 
a donnees petites) et d'unicite pour le systeme de Boussinesq. 

5.1 Un resultat local 

Dans un premier temps, nous souhaitons etablir le theoreme 11.31 Pour cela, nous allons 
adopter le schema classique suivant : 

1. Construction d'une suite de solutions globales approchees, 

2. Estimations uniformes en grande norme sur un (petit) intervalle de temps fixe, 

3. Convergence en petite norme sur cet intervalle de temps, 

4. Unicite. 

Le critere de prolongement sera demontre a la fin de la section. 

1. Construction d'une suite de solutions globales approchees. 
Notons {ul,VIIl) la solution libre de I'equation de Stokes 

dtUL - vAuL + VIIl = 0, ul{0) = uq. 
On a bien siir (cf remarque I3.12p : 

On definit ensuite (6^,vP) = {6o,0) puis on resout par recurrence les equations 
lineaires suivantes : 

'9t(9"+i + • V6l"+i = avec := ul + n", 

< - i/Au"+i + VTT"^^ = - div (u'^ ® u") + e'^+^CN, (40) 

^^"+1(0) = ^0, u"+Ho) = o. 

D'apres la proposition 14.71 la remarque 13.121 et le fait que Bj^^ soit une algebre, on 
obtient ainsi une suite (6'"', u", Vn'^)„gN de solutions globales approchees verifiant 

r GC(M+;i?^,i), u"GC(M+;i?^,i)nLL(K+;i3|,,i) et VTt G Ll^iR+; B%^,). 

2. Estimations a priori uniformes en grande norme sur un intervalle de temps fixe. 
D'apres la proposition 14.81 on a pour tout t>0, 

ir^Hmso^^^ < ciMso^^^ (i + (-ii) 

Par ailleurs, d'apres la remarque 13. 121 et les lois de produit dans les espaces de Besov 
enoncees apres la proposition 13.141 on a 

< IL,'^l|2 I II 



D'ou, en inserant I'inegalite (j4ip dans I'inegalite ci-dessus, 
c7"+'(t) < Ci/-iI7"(t)(I7"(t) + t||0o|lBO^^) 

avec C > 1 ne dependant que de la dimension A^. 
On en deduit que U (t) < v/{2C) tant que t verifie 

En revenant a (|4ip et en notant T la borne superieure des temps t verifiant (j42p . 
on pent finalement conclure que (0", u*^, Vn'^)„gN est uniformement bornee dans 
I'espace Et- 

Convergence en petite norme. 

Soit 6^ := 0" — ^0- Nous allons montrer que, quitte a diminuer T si necessaire, la 
suite {9 Vn )nm 6st de Cauchy dans I'espace 

Ft ■.= C{[Q,T]-B-^\) X (C([0,r];i?^\) X L\[Q,T]-B],^^)y x (^^([O, T]; ij^^))"^. 

Comme les espaces de Besov utilises sont homogenes, I'appartenance a Et n'en- 
traine a priori pas que {6 ,¥",Vn ) est dans Ft- En s'aidant de (j40]) et de la 
proposition 13.141 il n'est cependant pas difficile de verifier que dtO^ et dtUn sont 
dans L'^{Q,T;B~\)- Sachant que ^ra(O) et ^^(O) sont nuls, on pent alors facilement 
justifier que {6 ,u^, Vn ) est dans Ft- 

Notons := e'^^-B'', du"" := m"+i - et ffl'^ := -H". Comme W"" verifie 

dtSB"" + u"-i • V«" = - div ((Si"-!^"), 
la proposition 14.71 assure que 

^.1 Jo '^'^ 

Done, grace aux bornes uniformes obtenues dans I'etape precedente, on a 

||<»"(t)b- < Ct (43) 

avec Ct independante de re et de i G [0, T]. 
Ensuite, comme 

dtSuI" - v^SuI" + Vffl'^ = - div (u"-i ® - div ((5u'^-i ® u") + «"ejv, 

on a, d'apres la remarque 13.121 
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Le dernier terme peut etre borne grace a (|43p . En utilisant les lois de produit dans les 
espaces de Besov enoncees apres la proposition 13. 14| et les inegalites d'interpolation 
de la proposition 13.81 on obtient 

En combinant avec ()43p . on a done finalement 

D'apres (P2|) . il existe une constante c (que Ton peut choisir aussi petite que Ton 
veut quitte a diminuer T) telle que 

On en conclut que pour T suffisamment petit, on a 

Vt G [0,r], Vn G N, < ^SJ^'-^it). 

La suite consideree est done de Cauchy dans Ft- 

4. Fin de la preuve de I'existence locale. 

On a done d'une part (6^ ,u^, VIl") qui converge dans I'espace Ft vers une fonction 
{0,u, vn), et d'autre part les estimations uniformes en grande norme de la premiere 
etape. Cela permet d'affirmer que (0", u", Vn")„gN converge vers une solution 

{9:= 6 + 00, u:=u + ul, VH := V(nL + TT)) 

du systeme de Boussinesq appartenant a 

L^{B%^,)x[L^{B%^,)nLUB%^,)) x(4«j) . (44) 

La continuite en temps s'obtient a I'aide de la proposition 14. 71 et de la remarque l3.12l 
en remarquant que (j44p entraine que dfO + div {9u) et dtu — uAu + VLE sont dans 

5. Unicite 

L'unicite s'obtient par les memes arguments que la convergence en petite norme. Les 
details sont laisses au lecteur. 

6. Critere de prolongement. 

Sous les hypotheses du theoremes, on constate que dtO+u-V9 et dtu—v/S.u+VIl sont 
dans L^(0, T*; j^). D'apres la proposition 14.71 et la remarque 13.121 les fonctions 9 

et u sont done en fait dans L^(5^ ^). En partant de n'importe que temps t G [0, T*), 
on peut alors, grace a (j^2|) obtenir I'existence d'une solution avec donnees {9{t),u{t)) 
sur un intervalle de temps independant de t. Combine avec la propriete d'unicite, 
cela permet de prolonger {u,9) au-dela de T*. 

Cela acheve la demonstration du theoreme 11.31 ■ 
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5.2 Resultats globaux a donnees petites 

Cette section est consacree a la demonstration du theoreme 11.41 Pour alleger la presen- 
tation, on convient desormais que L 3 designe L si N = 3. 

5.2.1 Unicite 

La partie unicite du theoreme 11.41 decoule de la proposition suivante : 

PROPOSITION 5.1 Soit (0i,ni,Vni) et {62,U2,'VIl2) deux solutions du systeme de 
Boussinesq telles que (0i,ni) et {02, U2) appartiennent d I'espace 

Ci[0,T]-B%^,)nL^{0,T;Lf^^))x(^Ci[0,T]-B^^^^^ 

Si les deux solutions coincident d Vinstant initial alors elles coincident sur [0,T]. 
Preuve : Remarquons tout d'abord que du fait des hypotheses, on a 

dtUi - nAui G ivT(^oo!i) pour « = 1, 2. 

La proposition 13.111 assure done que Ui S L'^{B^^). Ce fait sera utilise a plusieurs 
reprises dans les calculs qui suivent. 

Soit {69, 5u, Sn) = {9i — 62, ui — ^2, Hi — 112). Remarquons que 

(dtd9+ dW{u2W) = -div{duei), ^^^^ 
\dtdu+ div {u2 (8> &i) + div (Ai ui ) — i/ASu + VSJ = S9eN- 

Admettons provisoirement que {W,du,Vd[l) appartienne a I'espace 

Gt := L~([0,r]; B^]J X (c{[0,T]; B],]J n ZHi^^.j)"^ x (ZUBn^jY ■ 
On munit Gt de la norme 

\\{e,u,vmGr := 11^1^5,(^-1^) + IWh^iB-^^) + '^ll^llz^cB^v,^) + ll^nilz^cB-^)- 

Pour montrer I'unicite dans Gt, nous allons suivre I'approche utilisee dans [13] : 
etablir une inegalite differentielle sur || V(31)||gt grace a un argument d'inter- 

polation logarithmique puis conclure a I'aide du lemme d'Osgood. 
Tout d'abord, en appliquant la proposition 14.71 et en utilisant (fT9j) . on obtient 



C|l«2|| 



lic„(s-i <Ce~"-"'^?'-^>i' / ll^^ill^c, dr. 

t \ N,oO'' I o N.oo 







Sachant que B^^ ^ ^ ^ B^ ^ et que B^^^ L°°, on pent ecrire : 



II*^^i|Ibo < ||(5u||L=o||6'i||iiv, 

N,oo 

^ II ""-11 I, 

-'00,1 
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Cela per met de conclure que pour tout t <T, on a 

Pour majorer 5u, on utilise la remarque 13.121 et Ton obtient pour une constante C 
independante de t : 



SJ{t) <C[\\div{u2'SiSu)\\ri,fy-i , + || div (&i (g) ni)||ri, ^-i ) + \\S)\\ri(^-'^ i 
avec dU{t) ■•= IML^iB-^^) + IMZHB},^^) + W^^WzHB-^^^y 

Les termes non lineaires se traitent a I'aide des decompositions de Bony suivantes : 



div (u2 (8) &i) = T^j djdu + djR{u2, Su) + Tg^^Ug, 
div(&i(8)Mi) = Tq-u^Su^ + djR{ui, 6u^) + djTgy^jUi. 



En utilisant les resultats de continuite de la proposition 13.141 (qui se generalisent de 
fagon immediate aux espaces Lf^{Bp j.) voir par exemple [llj ou [13]), et (fT9]l . on 
obtient les maj orations 

||div(n2®<5u)||j;,(^-i^) < IIHIz?(B5)^^)ll^illz?(B^,J' 

||div(&Z®ni)||j;,(^-i ) < / \MB-,^Ju4^,^JT. 



En consequence, on a 

Le premier terme du membre de droite pent etre absorbe a temps suffisamment petit. 
En appliquant I'inegalite de Gronwall, on obtient done pour t assez petit, 

suit) <Ct f \\Sd\\f,-i dT (47) 

pour une constante Ct ne dependant que de normes de ui et U2 sur [0,T]. 
Par ailleurs, d'apres un resultat d'interpolation logarithmique etabli dans la propo- 
sition 1.8 de [11], on a 



< ||<5u||j;,(^j^^^)log(e + 
Par hypothese, la fonction V definie par 



t ^ N.oo^ 
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est bornee sur [0,T]. 

En injectant ()46|) dans (I47p . et en utilisant I'inegalite d'interpolation logarithmique, 
on obtient finalement compte tenu de la croissance de la fonction x i — > xln(e + ^) 
et quitte a augmenter Ct, 



dJ{t) < Ct SJ{s) log (^e + ^) ds. 



Le lemme d'Osgood assure que 3J{t) = 0, et done Tunicite sur un petit intervalle de 
temps. De I'unicite locale, on passe a I'unicite sur [0, T] par des arguments classiques. 

II s'agit maintenant de justifier que (i^, Vdl) appartient bien a I'espace Gt- 
Vu les hypotheses, la fonction S) appartient a L°°{[0,T]; B^^^). En effet, sachant 

que LT'~ ^ BJ^^^ (cf lemmeESD et que 6i appartient aussi a L^{B'^ i); on deduit 
par interpolation que 

0iGL??(i?^;j pour z = l,2. (48) 
Reste a justifier I'appartenance de {5u, Vffl) a 

C([0,T];i^^y nL^^WJ x(^t(^]^!JJ • 

Pour cela, on pent decomposer u-i (que I'on note dorenavant u pour simplifier) en 
solution libre ul := e^^^UQ et fluctuation u := u — ul- On voit que u verifie 

dtu — v^u = V[6 cn — d\v {u® u)), , , 

u\t=o = 0. 

Tout d'abord, comme u € L^(i?^ ^) (par interpolation) et B^ ^ ^ L°° , et comme 
par ailleurs on a n G L^(L^'°°), on obtient u G L\{L?'^). Cela assure que u®u€ 
L\.{L^) puis, par injection et differentiation, que 

div(n®n) G L^(^]^J^). (50) 

En combinant ([50]) . ([l8l) avec (fT9|) . on constate done que u est solution de I'equation 
de la chaleur avec donnee initiale nulle et terme de force dans L}p{B^^^). La pro- 
position 13.111 assure que 

ueL^iB],]jnLUBl,^oo) et VU G UiB],]j. 
Cela acheve la demonstration de la proposition. ■ 



La demonstration de I'existence globale dans le theoreme 1 1 . 41 r ep ose sur des estimations 
a priori adequates qui font I'objet de la partie suivante. 
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5.2.2 Estimations a priori 

Considerons une solution reguliere VII) du systeme de Boussinesq. Remarquons 
tout d'abord que la vitesse u verifie 

u{t) = e^*^no + f e'^'^'^^V div {u u){s) ds + f e'^'''^^V{e{s)eN) ds. 
Jo Jo 

Done, en vertu des lemmes HJ] et [121 et sachant que |K® "uH^w.^ < ||^i||^jv,oo) on a 

Comme par ailleurs (cf proposition I4.6p . 
on en conclut que 



pourvu que 



^116*011^^,00 + IkollLiv.oo < cV (52) 



avec c' suffisamment petit. 

II s'agit maintenant de propager la regularite necessaire pour pouvoir etablir I'existence 
globale et I'unicite. Tout d'abord, les lemmes 1^31 et H31 et le fait que (voir 
le lemme assurent que 



:= ||n|| _i + iv +z^||n|| ,.n_ <C(||uo|| , iv + ||6'|| -i+k I (53) 

pour tout p G [A^, co] pourvu que (f5T|) soit satisfaite. Pour cela, il suffit que les donnees 
initiales verifient (j52]) . ce que nous supposerons desormais. 

D'autre part, en vertu de la proposition 14.81 



||e(t)lb^^^<C||0olU^_^(l + ||n||^.(^^^^)). 
Sachant que Bj^ i ^ ^pi , on obtient done 

U{t) <C\\uo\\ _,.N +Ct\\eo\\j.o +Cu-^\\0oUo f U{T)dT, 



puis grace au lemme de Gronwall, 



,, ,, Ctu'^\\eo\\f,o / Cti/-i ||6»o|Uo 
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5.2.3 Demonstration de I'existence globale dans le cas p = N 

Soit T* le temps d'existence de la solution (6*, n, VII) definie dans le theoreme II. 3[ 

JV 

Sachant que Oq £ L 3 '"^ et que 6 est transporte par un champ de vecteurs qui est dans 
L[q^(0, T*; Lip), on a G L°°(0, T*; L"3"'°°) avec norme constante. Comme de plus uq G 
L^'°°, les lemmesOetSSpermettent d'affirmer que u G L^^(0, T*; L^'°°). 

D'autre part, en utilisant le schema iteratif (j40p . on obtient une estimation uniforme 
dans L°°{0,T*;L^^°°). En effet, on a pour tout t G [0,r*[, 

ce qui implique ) < 2Ccu 

^^^^ £ V / 

si (j52]) est satisfaite. Par passage a la limite on obtient ||^i||Loo(o,T*;L^'°°) ^ 2Ccv. 

Supposons par I'absurde que T* est fini. Alors les estimations a priori de la section 
15.2.21 assurent que 

6 L^-.{B%^^) et u£L'^,{B%^{)rM}r,{Bl^^). 

Le theoreme 11.31 permet alors de prolonger la solution au-dela de T* , ce qui contredit la 
maximalite de T* . Cela acheve la demonstration du theoreme 11.41 dans le cas p = N. 

5.2.4 Demonstration de I'existence globale dans le cas p > N 

La strategic est des plus simples : regulariser et tronquer la vitesse initiale afin de se 
ramener au cas p = N que I'on salt traiter, puis passer a la limite. 

Pour la regularisation des donnees, nous ferons appel au lemme suivant : 

LEMME 5.2 Soit tp G (M^) et (s,p) tels que I < p < oo et -N/p' < s < N/p. 
Pour R > 0, notons ipR = ipi^)- H existe une constante C independante de R telle que 
pour toute fonction f de B^^, on ait 

p,i p,i 

Preuve : Vu les hypotheses sur s et p, la proposition 13.141 donne 

JV 

Les normes de ijjR considerees sont bien finies car est un sous-espace de B^-^ 
pour tout r G [1, +00]. Par ailleurs, les normes dans ces espaces sont invariantes par 
changement d'echelle, et ne dependent done pas de R. ■ 

1. Regularisation des donnees et resolution. 

On pose Uq = '^{n~^-)^^^^^^/S.qUQ on ip est une fonction de C^{B{0,2)) a valeurs 
dans [0, 1] et egale a 1 sur -6(0, 1). II est clair que Uq converge vers uq au sens des 
distributions. De plus, d'apres le lemme ci-dessus, il existe une constante C telle que 

VnGN, lliioll N_-.<C\\uo\\ jv_,, 

R P R P 
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et Ton verifie facilement en utilisant des inegalites de convolution que 

Vn G N, 11^0 ||j;^iv,oo < C||tio||iiv,cx) . 

En appliquant le theoreme 11.41 avec p = N, on constate que si z^~^||0oll ^ oo + 
z^~^||uo||iiv,oo est suffisamment petit alors on peut alors resoudre globalement le 
systeme de Boussinesq avec donnees {9q,Uq). La solution (6'",M",Vn") ainsi obte- 
nue appartient a 

2. Estimations a priori globales. 

Par injection dans les espaces de Besov, (6'", u", Vn") appartient aussi a I'espace 

EP := C(M+; B%^,) x (c(M+; n LI,(R+; lif^.^'Y x (lL(K+; sf^i'^ ' 

Ainsi les estimations a priori de la partie 15.2.21 s'appliquent telles quelles. On en 
deduit des bornes uniformes sur (6*", u*^, VII'^) dans I'espace E^. 

3. Convergence. 

La convergence de (0", u", Vn"')„GN repose sur des arguments de compacite qui 
peuvent etre deduits des proprietes des derivees temporelles. 
Fixons un temps T > 0. Par construction, on a 

a^r = -div(u"r). 

N_ 

Sachant que la suite (n")„gN est bornee dans Lj,{Bp^) ^ Lj,{L°°) et que la 
suite {9^)n&] est bornee dans L^{B^-^) L^{L^), on en deduit que {dtO^)nt^^ 
est bornee dans L'^{W~^'^). Cela permet d'affirmer que est bornee dans 

C{[0,T]; L^) et equicontinue de [0, T] dans W~^'^ . Sachant que I'injection de 
dans W~'^''^ est localement compacte, on peut en deduire en combinant theoreme 
d'Ascoli et procede d'extraction diagonal la convergence d'une sous-suite de (6'")neN 
vers une distribution 6 qui appartient localement a C{[0,T];W~^''^). 
De meme, un examen attentif de I'expression de permet d'affirmer que 

(it")„gN est equicontinue de [0, T] dans B^^^ puis de conclure a la convergence a 
extraction pres. Les details sont laisses au lecteur. 

4. Conclusion. 

Tout d'abord, les bornes uniformes sur permettent d'affirmer que {9,u) 

appartient en fait a 

JV / — -1 — +1 \ N 

Lf^,iM+;B%^,nL^nx[LZi^+;B;^, n l""'^) n b;^, )) . 

Notons que, meme dans le cas = 3 oii il faut remplacer L s par L , les 
bornes uniformes dans I'espace de Besov B^ ^ (qui s'injecte continiiment dans ) 
empechent d'eventuelles concentrations pour 9. 
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Par interpolation entre les bornes uniformes et les resultats de convergence, on pent 
montrer que la suite (0", converge en un sens suffisamment fort pour pouvoir 

passer a la limite dans tons les termes de I'equation. 

Enfin, sachant que {9, u) est solution, il est facile de montrer que dtO + u ■ V6 G 

Lj^^{W^; ^) et que dtu — uAu G Lj^^{M.^; B^^ ), ce qui assure I'appartenance de 

. ^-i 

{e,u) a C{R+;B%^^)xC{R+;B;^^ ). ■ 



6 Unicite des solutions d'energie finie en dimension deux 

Cette section est consacree a la demonstration du theoreme 11.21 Rappelons que pour 
n'importe quelle donnee (^Oi^^o) dans L^(M^) (avec divuo = 0), le theoreme 11.11 assure 
I'existence globale d'au moins une solutions faible d'energie finie pour le systeme de Bous- 
sinesq. Nous nous proposons de demontrer I'unicite d'une telle solution. 

Dans un premier temps, on va etablir que le champ de vitesse appartient necessairement 
a I'espace Lj^^{W^; H'^ (M?)) . Cette propriete remarquable (qui nous permettra d'utiliser 
les estimations avec perte de regularite enoncees dans la proposition 14.91 afin d'etablir 
I'unicite) a ete etablie par J.-Y. Chemin et N. Lerner dans [9j pour le systeme de Navier- 
Stokes standard. L'objet du lemme ci-dessous est de demontrer que ce resultat demeure 
pour le systeme de Boussinesq en dimension deux. 

LEMME 6.1 Soit (0,n, VII) une solution de ([T]) sur x M? appartenant d I'espace 
d'energie : 

G L°^(M+;L2(m2)) et u e 1'^^+; {M^)) r\ {M^)) , (54) 

Alors onau^ ^oS^V. B'^{W})) n Cioc^v. ^^)- 

Demonstration : En appliquant I'operateur de projection V a I'equation de la vitesse, 
on constate que u verifie I'equation de la chaleur : 



dtu - vAu = /i + /2 

U\t=0 = Uoe L2(M2) 



2 2n ^^^^ fi = —Vdiv{u(E)u) et f2 = 'P{9e2) 



Cela nous amene a decomposer n en ui + U2 avec 

Ul = f e'^(*-")^/i(r) dT et U2 = e*^^uo + /* e'^(*-")^/2(r) dr. 
Jo Jo 

II est clair que /2 G L^^^^(M+; L^). De plus, par interpolation, on a visiblement 

- 3 

u G Li^^{M.^; H t). En utilisant les lois de produit dans les espaces de Besov non 
homogenes (qui sont identiques a celles que nous avons enoncees sous la proposition 

4 1 

l3.14l pour les espaces homogenes), on en deduit que wSiu appartient a Lj^^^{M^; B21) 



puis que /i G Lf^^(M+; ^2,1 



4 1 
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Finalement, la proposition 13 . 1 1 1 et la relation ([19]) garantissent done que 

ui G LfjR+; bI,) n C(M+; B^^) et U2 € LI^{R+; H^) n Qoc(M+; L"). (55) 

On decoupe alors /i en trois termes : 

fi=V div (ni ui) + V{ui ■ Vua) + V{u2 ■ Vu). 

D'apres (i55]l et par interpolation, on a ui G Lf^J^j^; B\ ^) . Sachant que B\^{R?) 
est une algebre, on en deduit que 

div {ui ® ui) G i?2° i) ^L(IR+; ^')- 

Par ailleurs, en utilisant le fait que B\-^{R^) ^ et que Vu2 G Lf^^{R+; L^), 

on etablit aisement que 

ui-Vu2£Ll^{R+;L^). 

~ 1 ~i 1 

Enfin, en combinant le fait que U2 G Lf^^{R^; H2) et que Vn G L;^^^(M+; //a ), on 
trouve que 

n2-VnGLL(M+;L2). 

Comme I'operateur V est continu sur L^, on pent conclure que /i G L;^^^(M_|_; L^) 
puis, grace a la proposition I3.1H que ui G Lj^^{R^; H'^) nCiociR+', L"^)- ■ 

REMARQUE 6.2 i?n etoni p/its soigneux, on pent etablir que fi G Lj^^{R-^-■, B2 i) , ce 
qui entraine que 

ui G Cioc{R+\ Bli) n Ll,{R+; B^. 

On retrouve ainsi le fait (bien connu pour les equations de Navier- Stokes) que la fluctua- 
tion est plus reguliere que la solution lihre du systeme de Stokes. Cependant cette petite 
amelioration ne sera pas necessaire pour demontrer I'unicite dans le theoreme M.SX 

Nous sommes maintenant armes pour demontrer I'unicite. Considerons done deux solutions 
(6'i,ni,Vni) et (^2,^2, Vn2) de ([I]) avec meme donnee initiale (6*0,^0) dans L^(R^). Le 
systeme verifie par la difference ((59, At, Veil) entre ces solutions est 

r dt^ + div (ni«) = - div {62 5a), 

\ dtSu + div (ui 6u) - uASu + = - div {da (g)U2) + S)e2. 

Le caractere hyperbolique de la premiere equation induit une perte d'une derivee dans 
les estimations de stabilite. II va done falloir demontrer des estimations au niveau 
au lieu de L^. Pour une raison purement technique, et comme Ton dispose d'une grande 
marge de manoeuvre, il est plus commode d'operer au niveau H~^/^ (mais n'importe quel 
exposant strictement compris entre —2 et —1 conviendrait aussi). 

Pour estimer S) et 5u, nous allons done appliquer la proposition 14.91 (ou plutot la 
remar q ue 14 . 1 1 p our la deuxieme equation) avec s = —3/2 aux equations du systeme. Pour 
que cela soit possible, fixons un temps T > tel que la condition (f37|) de la proposition 



38 



14.91 soit satisfaite par le champ de vitesses ui. Le lemme [6TT] garantit que ui G L\.{H^) et 
done I'existence d'un tel T. En notant 

rem 

rt 

6U{t):= sup 2-i«-"'(^)||Ag&i||i2 + 1/ sup / 22-^"^^^ \\Agdu\\L2 dr, 
Te[0,t] q>-iJo 
q>-l 

on obtient alors 

< C sup f 2-i'?-^«W||Agdiv(02(5u)||i2(ir, 
g>-l Jo 

(5C/(i) < C(l + i/i)sup / 2-i9~=«(^)(||Agdiv((5u«)W2)||L2 + ||Ag(»||i2)dr. 
g>-l Jo 

L'inoffensif facteur (1 + vt) provient du fait que Ton a pris le sup pour q > —1 et non 
pas seulement pour q>0 dans le second terme de 6U{t). 

Admettons que les termes de convection se majorent comme suit (voir la demonstration 
en appendice) : 

sup / 2-t'?-"'(^)||Agdiv(e2At)||L2dT < C||02||l-.bo ^ sup / 2i""«M||Ag(ii||i2dr, 

q>-lJo * ^ q Jo 

sup / 2-i«-^«(^)||A,div((5u«)U2)||L2o!T < C||-u2||r2.oi ^ sup ||2-i-^«M||A5(5u||i2 lU. 

q>~lJo ' 2,00-' t 

En remarquant que pour tout q > —1, on a 

||2-f--.M||A,&x||^2||^2 < ||2§-^^M||Ag(5u||i2||^i||2-i5-^^W||Ag<5u||^2||^^^, 
on obtient done 

m) < Cu-^\\e2\\L^^Bi^)SU{t), 

SJ{t) < C(l + l/t)(^zy-5||u2||j2(Bi^)«/(t) + ^ <»(T)dT). 



que ||m2||2;2(bi^) < C\W2\\L^^(m) et que \\62\\ ^oo ^^^o < C||6'2||l^c«(^2) < C||6'o||l2, 



Sachant 

on en deduit que pour t assez petit, on a 



SU{t) <C{l + vt) I dd{T)dT et dd{t) <Cu~^\\eo\\L2SU{t). 
Jo 

Le lemme de Gronwall permet alors de conclure a I'unicite sur un petit intervalle de temps. 

L'unicite globale s'obtient par un argument de continuite en temps et de connexite des 
plus classiques. 
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Fin de la demonstration du theoreme 11.21 

Pour montrer que I'egalite d'energie <^ est satisfaite, il suffit de remarquer que u 
verifie le systeme de Navier-Stokes incompressible en dimension deux avec terme de force 
dans L°°(R+;L^). Enfin, la theorie classique des equations de transport assure que la 
norme de e est conservee au cours de revolution. Un argument standard d'analyse 
fonctionnelle permet par ailleurs de montrer que 9 est faiblement continue en temps a 
valeurs L^. Comme la norme L2 est conservee, on en deduit que la continuite est forte. 
Cela acheve la demonstration du theoreme II. 2[ 

7 Quelques resultats supplementaires 

7.1 Un critere de prolongement 

On pent demontrer un critere de prolongement bien plus precis que celui qui est enonce 
a la fin du theoreme 11.31 En fait, si 



alors la solution pent etre prolongee au-dela du temps T*. 

Cela resulte du fait que I'integrand apparaissant dans I'inegalite de la proposition 4.7 
pent etre remplace par ||Vm||l°o lorsque \s\ < 1. II en est done de meme dans la proposition 
4.8. En utilisant le theoreme 1 de [13], on pent alors controler la norme L°°(0, T*; ij^y 



7.2 Conditions aux limites periodiques 

Rappelons qu'il existe une version periodique de la decomposition de Littlewood-Paley. 
De ce fait, tous nos resultats sont encore valables mutatis mutandis dans le tore T^. En 
fait, sachant que toute solution periodique a moyenne nulle du systeme de Stokes decroit 
exponentiellement en temps, le cas periodique est meme plus facile a traiter. 

7.3 Termes de forces 

Notons tout d'abord que nos methodes n'utilisent jamais la verticalite du terme Oejsf. 
Nos resultats peuvent done s'adapter au cas plus general oii 6 est a valeurs dans R^. 

Par ailleurs, pour simplifier la presentation, nous avons omis les termes de forces 
exterieures dans le systeme de Boussinesq. Indiquons rapidement les hypotheses raison- 
nables a imposer sur ces termes. 

Tout d'abord, si I'on note le terme de source pour I'equation sur la temperature, et 
/ le terme de forces exterieures pour I'equation sur la vitesse, on pent obtenir un analogue 
du theoreme 11.11 si Ton suppose en sus que 




de la solution par ||Vu(T)||ioo dr. Les details sont laisses au lecteur. 
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En ce qui concerne les solutions fortes globales, nos resultats globaux demeurent si Ton 
suppose que : 

- e appartient a LJ^^^(M+; i) et est petite dans L^(R+;Lf '°°) (resp. L^{R+;L^) 
siiV = 3), 

. — 1+— JV(p+2) 

- / est dans B^^ ) et est petite dans LP(IR+; L '-^p '°°) pour nn p £ [1, oo] 
(resp. Li(M+;Li) si iV = 3 et p = 1). 

7.4 Modele completement visqueux 

Tons nos resultats demeurent valables sans aucune hypothese supplementaire pour le 
systeme de Boussinesq completement visqueux : 

dtO + u-Ve- kAO = 0, 
dtu + u- Vu — uAu + Vn = 6eN, 
divu = 0, 

avec n parametre positif (representant la conductivite thermique si 6 est une temperature) . 

Notre approche permet d'obtenir des estimations independantes du parametre k sur 
les solutions construites et de demontrer ainsi des resultats de convergence pour k tendant 
vers 0. 

7.5 Non existence des singularites de type jet en dimension trois 

Pour le systeme de Navier-Stokes classique, il est bien connu que les solutions faibles 
d'energie finie en dimension trois appartiennent a Lj^^(M.^; L°°). 

Pour le systeme de Boussinesq cette propriete est egalement connue pour des donnees 
dans L^(]R^) x i7^(M^)'^, ce qui entraine que les singularites de type jet (ou squirt en 
anglais) ne peuvent pas se produire (voir [TO]). 

Pour les equations de Navier-Stokes classiques avec donnees L^, on pent etablir une 

. 3 

propriete bien plus forte, a savoir que le champ de vitesses est dans L^^^^(R+; B21) ce qui 
assure notamment I'existence d'un Hot continu en temps et en espace (voir |8j). Cette 
propriete persiste pour le systeme de Boussinesq si 3/2<p<2 : 

PROPOSITION 7.1 En dimension N = 3, le champ de vitesses de toute solution faible 
d'energie finie du systeme de Boussinesq avec donnees {60, uq) G L^(M^) x (L^(M^)) (pour 

3/2<p<2) appartient a ^^(1^+! -^2^,1)- 

Demonstration : Nous presentons une demonstration differente de celle de |8j. Tout 
d'abord, comme, par construction, le champ de vitesses u appartient a -L^^^(M+; H^), 
les inclusions de Sobolev dans les espaces de Lorentz assurent que u S Lf^^{W+; L^'^). 
En utilisant le fait que que coincide avec I'espace de Lorentz 

L ' , on a done n • Vn G Lj^^(R+; L^/^-i). Mais par ailleurs, on a 
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done V{u ■ Vu) e Ll^^{R+;B2y^). En observant que pour 3/2 < p < 2, on a 

_1 —1/2 

LP -^2 1 ' constate que V{6e^) G L|g^(]R+;i?2i )• En vertu de la remarque 
13.13^ on conclut alors que 

JO 

Enfin, sachant que no € L^, on a c^^uq G L^^^^(M+; pour tout e > 0. Cela 

acheve la demonstration du resultat. ■ 

8 Appendice 

Nous demontrons ici le lemme qui nous a permis d'estimer les termes de convection 
dans la preuve de I'unicite du theoreme ll.2[ 

LEMME 8.1 Soit (ag)g>_i une suite de fonctions positives croissantes sur [0,T], et 
e e]0, 1[. On suppose que pour tout q' > q > —1 et t £ [0, T], on a 

< a,>{t) - a,{t) < {^-^^ (q' - q). (56) 

Alors pour tout r €]1,+cxd], il existe une constante C ne dependant que de r et de e telle 
que Von ait V estimation a priori suivante pour toute fonction a et champ de vecteurs b d 
divergence nulle sur ; 

sup / 2-'?(i+^)-"'(^)||Agdiv(a6)||i2dr < C7||6|U 2 sup 2'?(i-?-^)-"' || AgoH^a 

Demonstration ; La demonstration repose sur la decomposition de Bony, version non 
homogene. En tenant compte de div6 = 0, on a (avec la convention habituelle de 
sommation sur les indices repetes) : 

Ag div {ab) = A,{Tay) + A,{T,,djb) + AgdjR{a^,b). (57) 

En vertu des proprietes de localisation de la decomposition de Littlewood-Paley, on a 

A,{T9^ba^)= Yl \iS,,^idjbA,,a^). 

|g'-g|<4 

Ci dessus les operateurs T et i? de paraproduit et de reste non homogenes se 
definissent comme T et i? en remplagant chaque bloc homogene Aq par son ho- 
mologue non homogene Aq. 

Pour simplifier les calculs, procedons comme si Ton avait Aq(TQ_^h(i^^ = Sq-idjb Aga^ 
(le fait d'avoir (|56|) permet de justifier cette approximation). En utilisant la definition 
de Sq-i, on obtient 

\\Sq^idjbAqa^\\L2<2''('~")\\Aqa\\L2 2^'('-2)||A^,v6||^^2('?-5')(^2). 

q'<q-2 
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En consequence, pour tout < t < T, on a 

r2-«(i+^)-"'M||Vi5i^Na-''llL2 dr 
Jo 



g'<g-2 



Sachant que ^ — 2 < 0, on en deduit alors que 
sup r 2-''(^+^)-"«W||A,r9,ba^'||i2 dr 

q>-lJo 



< 



l|V6|l 



A_2 sup 



2<?(i-|-£)-",||Aga||i2 



r r' 



(58) 



De meme, pour estimer le deuxieme terme de (j57p . on peut proceder comme si Ton 
avait Aqir^jdjb) = Sq-ia^ Aqdjb. On a pour tout < t <T, 

<2'?(^i)||A,V6||i2 J2 2-'''(^+^)-"'(")||A,,a||L-2('?'-^)(^+i). 

g'<q-2 

Sachant que Uq > Uqi pour q > q', on en deduit que 
Jo 

< 2''(f-i)||A,V6||i.(i2) ||2-«'(^^)-V||A,,a||i^||^^,2('?'-'?)(-+|). 

q'<q-2 ' 

Grace a I'inegalite de Bernstein, on peut done conclure que 



sup / 2-'?(i+^)-"«M||Via-'No'j^llL2dr 
g>-l Jo 



||V6|U 2_i sup 



2.(l-f-e)-a,||^^„||^^ (59) 



Enfin, sachant que 

AqdjR{a\h) = ^ djAq(^Aqia^Aqib) avec A^/ = Ag/_i + Ag/ + Aq/_|_i, 
9'>g-3 

et que ^(5jAq(Ag/a-'Aq'6)) est supporte dans une boule de taille 2*^, on a en vertu 
de I'inegahte de Bernstein, 

2-^(^+^)-"'(^)||A,9,i?(a^6)||i2 < J2 2^(i-^)-"'(")||A,,a||^2||A,,6||i2, 

g'>q-3 



d'oii, 

ft 



2-i(^+^)-^'>(^)\\AqdjR{a\b)\\L2 dr 

V / 2«'(i-^-^)-vW||Ag,a||i2 (2?'?'||Ag,6||i2) 2K'-«^)W2(5-'?' 



g'>5-3- 
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Pour conclure, I'hypothese ([56|) est cruciale. On obtient alors pour tout q > —1, 
ft 

^0 m^ioo) <?>-! 



/o -^t (■B2';oo) g>-l 

ce qui, joint a ([57|) . ([58]) et ([59]) . acheve la demonstration. 
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